
1．は じ め に

複数の集落が存在する地域に直線状の高速道路を配置する。本論文では各集落から高速

道路への重み付き距離の総和を最小にするような高速道路を設置する問題を考える。各集

落に付随する重みは各集落の住人が高速道路を利用する頻度に比例するもので，各集落か

ら高速道路へは最短経路でアプローチし，その総移動距離が最小になるような高速道路の

配置計画となる。高速道路は現実には直線とはいえないが，小さな区域に限れば直線と仮

定しても大きな違いはないと思われる。

本論文では，直線状の高速道路を配置する計画であるので，平面上の直交座標系におい

て高速道路をあらわす直線を確定するために，�切片と直線が�軸となす勾配を決めなけ

ればならない。これは具体的には２変数を決定する問題であるので，２変数を同時に決定

するのは一般的には容易ではない。そこで本論文では２段階の定式化を行う。まず，�軸

となす傾きを固定した問題（第２段問題）を考える。この問題は基本的な一次元の

Weber配置問題に変換され，容易に解が与えられることが示される。これを２段階問題

の解法に用いて，�軸となす傾きを含めて探索する２次元の決定問題の最適解を見つける

解法を提案する。

2．問題の定式化

平面であらわされる空間を考え，この中に �個の集落を表す需要点 ��������������

���が存在するとする。各需要点 �������には重みが付随しており，それぞれ �������

�����で与えられるとする。この平面に直線状の高速道路�を配置する。本論文では

各需要点から高速道路へ距離の総加重和を最小にするように高速道路�の設置計画を考

える。いま高速道路�が直交座標系の�軸となす角を	 ただし，�



�
�	�




�� 	とする。
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直線の式で表すと，�
�

�
���

�

�
のときは ����������で，��

�

�
のときは ���とな

る。�
�

�
���

�

�
のときの需要点 ����	��と直線 ����������の間の距離は�������

����	���	���で与えられるので最小化する目的関数は


������	
�
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�������������	���	���

と表わされる。ここで，われわれの問題は直線が�軸となす角�と，�切片�をこの目的

関数 
�����が最小となるように決定することである。��
�

�
の場合には需要点 ����	��

と高速道路
との距離は������となり，目的関数は
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となる。これら２つの式を一緒にすると
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とまとめられるので，このまとめた目的関数 
�����を用いた２段階定式化は次のように

なる。

２段階問題

区間 �
�

�
���

�

�
のもとで 
�����を最小にする�および�を見つける。

上でも述べたようにこの２段階問題では�および�を決定するのであるが，両変数を同

時に決定するのは難しいので，�を固定した次の第２段問題を考える。

第２段問題

区間 �
�

�
���

�

�
内の固定した各 �に対して目的関数 
�����を最小にする ������

を見つける。

各�に対する第２段問題の最適解 ������を用いると上の２段階問題は次の等価な２

段階問題として表わされる。
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等価な２段階問題

区間 �
�

�
���

�

�
のもとで目的関数 ���������を最小にする�を見つける。

本論文ではすべての需要点 �����������������に対して

����	 なら ��	

����	 かつ ����	 なら ��	

と仮定する。すなわち，需要点の添え字に関しては辞書式順序に従っていると仮定する。

いま，任意の２つの需要点 ����������	��	�����	�に対して

�����	�
�	���

�	���

とおく。このとき次のことが成り立つ。

� ���������	なら，�������を通る
軸となす角�の直線は ��	��	�を通る
軸とな

す角�の直線より下にある。

� ���	�
��	なら，�������を通る
軸となす角�の直線は ��	��	�を通る
軸となす

角�の直線より上にある。

このことより，
軸となす角�の直線に対する上下の位置関係が入れ替わるのは，�がい

ずれかの��	に一致するときのみであることがわかる。

3．第２段問題の解法

本論文における問題は２変数の決定問題であるので，まず角�を固定して，そのとき

の最適な�切片 ������を決定する。各需要点と高速道路との距離は最短経路を取るの

で，需要点から高速道路に下ろした垂線の長さで表され，�の変化は単なる平行移動を表

すので，座標軸を�だけ回転させることを考える。この新しい直交座標系��
では元の

座標軸における需要点 �������は

�������������	����	
������	
�������	��

と表わされる。新しい座標軸では高速道路は�軸に平行であるので，これらの需要点か

ら直線までの距離は新しい
座標のみを用いて表すことができる。すなわち一次元の重

み付き最小和施設配置問題になる。この問題では需要点の
座標である ������	
���

����	�にその需要点の重みが��となり，その最適解は重み付きのメディアンで与えられ

ることが容易にわかる。いま，需要点の
座標を

������	
�������	�����������

とする。ここで，�	がメディアンであるとすると，
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�� かつ �
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である。

ここで，角�を固定したときの第２段問題の目的関数を最小にする�は ����であるの

で，目的関数は

�������������
�

�
�

���
��		�����
���
������	

と表わされる。

4．等価な２段階問題の解法

前節の第２段問題では固定された�のもとで�を決定することを考え，どのような�で

も解はメディアンで与えられることが示された。すなわち，直線状の高速道路はいずれか

の需要点を通る位置で最適になる。本節では２段階問題の最適化を進めるために�に関

する解析を行う。

前節の計算された目的関数の式は

�����������
�

���
��	�	��	������
�
��
������	

である。この関数の�に関する変化を見れば良いが，この式には絶対値がついているの

で計算を簡単にするために�に関する最適な直線が１つだけの需要点を通る場合と複数

個の需要点を通る場合に分けて考える。

4.1 １つだけの需要点を通る場合

ここでは高速道路は１つの需要点 �	��
��のみを通る場合を考えるのであるから，目的

関数はこの直線で区切られた２つの半平面それぞれに属する需要点で表現される。
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ここで
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である。�に関する変化は関数を微分すると
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になる。さらに����と����でそれぞれまとめると
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�								
								�
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�	のときは �を減少させると ���������は減少する。

����������

��
�	のときは �を増加させると ���������は減少する。

であるので，
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ならば，�
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に対して �����	であるので
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となる。いま，�が変化したときは直線が次の需要点に達するまで��と��の要素に変化は

しない。

さて，
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となり，
���は単調増加関数であるので�を減少させると 
���も減少し，この不等式

は同様に成立する。ゆえに�が減少し次の需要点に到達するまで単調に減少する。また，
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となり，�が増加すると 
���も増加し，この不等式は同様に成立する。ゆえにこの場合

高速道路の最適配置計画 21



は次の需要点に到達するまで増加させる範囲は増加するので，この範囲に最小値はないこ

とがわかる。�を減少させると次の需要点に到達するまでに ����が不等式の右辺の値に

達しなければ次の需要点まで減少することになり，もし次の需要点までに達するなら，そ

のときの�まで減少する。そこがこの区間における最小値である。

次に，逆の不等式になる場合を考える。
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となり，この不等式が成り立っていれば�が増加すると ���������は減少することがわ

かる。

そこで，いま
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となり，�が増加するとこの不等式は同様に成立するので，�が増加し次の需要点に到達

するまで増加させると ���������は減少する。また
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なので，�が減少するとこの不等式は成立するので，次の需要点に到達するまで減少させ

ると ���������は増加する。それゆえこの�の区間には最小値は存在しないことがわか

る。�が増加すると，この不等式が成り立つとき ���������は減少するので，上と同様

に，次の需要点に到達するまで不等式が成り立てば�を増加させる。次の需要点に達す

るまでに不等式の右辺の値に達するなら，そのときがこの区間の最小値である。
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4.2 ２つ以上の需要点を通る場合

ここで，傾き ����の直線がメディアンの位置で�個の需要点 �������� ���������を

通っているとする。(ここで，�個の需要点は�座標の小さいものから順に並んでいると

仮定する｡）すなわち，
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が成り立っているとする。このとき，上と同様に�が増加する場合と�が減少する場合

を考えなければならない。

�� �が増加する場合

この場合では，
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のとき， �������� �を通る直線がメディアンである。

�� �が減少する場合

この場合では，
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���
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かつ

�
��	�


���
�
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��	�

��	�

���

�
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のとき， �������� �を通る直線がメディアンである。

5．お わ り に

本論文では，複数の需要点が存在する平面に高速道路のような直線状の施設を各需要点

から重み付き距離の総和を最小にするように配置する問題を考えた。直線は傾きと�切

片で決定されるので２つの決定変数があり，同時の最適化は難しいので２段階定式化を行

い，最適解を求める解法を示した。

本研究は神戸学院大学経営学会および台湾の国立成功大学の2007年度研究助成による研

究成果である。
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